Grado en Biotecnologia — Ejercicios de Analisis Matemético
Relacién 1 - Sistemas de ecuaciones lineales. Soluciones
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Ejercicio 1. Calcula, por el método de Gauss-Jordan, la matriz inverga ge
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Solucién.

123|100\ FrF2-d4l 12 3 100 12 3 1 00
4561010 ~N——|0-3 6| 410" ~~N——|0-3-6|-410
7810[ 001 ) Fs=F-Th 0—6—11| —701 ) -2k 00 1 1 =21

123 1 00\ A=FR-3F (120 2 6 -3 100 —g—g 1
012 -3 3 0|~ ~~— (010 -2 2|~ (010 -2 4 2
001 1 —21) PoP=2l \qgo1| 1 -2 1 ) B=R=2 \g01| 1 -2 1

Ejercicio 2. Calcula la forma canénica de Hermite de las matrices:

1 -3 2 1 9 1 2 3 4 5
3 -9 10 2 9 2.3 451
A= B = 3 4 5 1 2
2 -6 4 2 4
9 6 8 1 7 4 5 1 2 3
5 1 2 3 4
Solucioén.
1 -3 2 1 2 Fys Fy 3, 1 -3 421 1 2 1 -3 421 1 2
3 -9 10 2 9 0 0 -1 3 0 0 -1 3
/—\—/ /\-/
2 -6 4 2 4 FasFamoin 0 0 0 0 0 FamsFye T 0 0 0 0 0
2 -6 8 1 7 Fy—Fi—2F) 0 0 4 -1 3 0 0 0 0 O
1 -3 2 1 2 1 -3 0 2 é
o 0o 1 -+ 3 o 0o 1 -1 2
~~— 4 4 4 4
Fasir 0 0 0 0 0 Fy>F, 5Ty 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 O
Esa es la forma candénica de Hermite o escalonada reducidanutiizA .
1 2 3 4 5 Foms2Fy —Fy 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
2 3 4 5 1 Fs—3F1—F3 01 2 3 9 Fs=9F—Fs 01 2 3 9
3 4 5 1 2 0 2 4 11 13 00 0 -5 =5
4 5 1 2 3 Py dby 20y 0 3 11 14 17 Fy——38F2+Fy 00 5 5 =10
5 —5F —F5
5 1 2 3 4 0 9 13 17 2 0 0 5 10 60
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
FB—irs [ 001 2 3 9 01 2 3 9 01 2 3 9
~~—-| 0 0 0 -1 1 ~~—| 001 2 12 |~~~ |00 1 2 12
F3—1r; 001 1 =2 Py Fs 001 1 =2 FPy—Fy—Fy 000 1 14
Fy—§Fy 001 2 12 00 0 -1 1 00 0 -1 1
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
01 2 3 9 01 2 3 9
00 1 2 12 [—~—~—| 001 2 12
Fs > FatFs 0 0 0 1 14 Fs— {5 F5 0 0 0 1 14
0 0 0 0 15 0 0 0 0 1

Observa que en cada columna hay un pivote pot lolgues una matriz inversible. A partir de aqui
es muy facil hacer ceros por encima de los pivotes siempresticha a izquierda empezando por
el ultimo. Finalmente obtenemos que la forma escalonadeciéa deB es la matriz identidad. Esto
es cierto para toda matriz inversible. Con los calculos bg¢ambién podemos deducir el valor del
determinante d. Para ello basta tener en cuenta que una sustitucion dentafor — oF; + SF)

(i # j) en una matriz cuadrada multiplica poerel determinante de la matriz, y que un intercambio
de dos filas cambia el signo del determinante. La Gltima mabienida tiene determinante iguala 1y
para llegar a ella hemos dividido tres filas por 5 y una fila flrAldemas en los pasos que hemos dado
se han producido en total 4 cambios de signo en el deternein@ohcluimos que el determinante de
B es53 x 15 = 1875.

Ejercicio 3. Resuelve por el método de eliminacion de Gauss—Jordanerhsisie ecuaciones lineales:

1+ To +x3 — 24 = =2
2$1—I2—|—.§C3—|—ZC4 = 0
3x1+ 220 —x3 — T4 = 1
1+ x9 + 3x3 — 3264 = -8
Solucion.
1 1 1 =1 =2\ poopop 11 1 -1 -2 B 11 1 -1 -2
2 -1 1 1 0 ~_ |0 3 -1 3 4 | 2L o1 4 2 7
32 -1 -1 1 | ppm |0 -1 -4 2 7 [T =10 -3 -1 3 4
1 1 3 -3 8 Fy—Fy—F1 0 0 2 -2 —6 2 0 O 1 —1 3
1 1 1 -1 =2 1 1 1 -1 =2 1 1 1 -1
0o 1 4 -2 =7 0o 1 4 -2 =7 0 1 4 -2
_—
omm 000 11 -3 17 | 33 oo 1 -1 03 om0 0 1 -1
0o 0 1 -1 3 0 o0 11 -3 -—17 0 0 0 8

Observa que cada columna de la matriz de los coeficientesdiepivote, por tanto el rango de dicha
matriz es cuatro lo que nos dice que es inversible y, por tahgistema es compatible determinado.
Esto queda muy claro considerando el SEL correspondierged#itma matriz que sabemos que es
equivalente al inicial y cuyas soluciones se calculanigeiite:

T1+ax9ot+x3—2T4 = —2
xro + 4173 - 2564 = -7
T3 —Tyg = -3
8264 = 16
Obteniendo que:y, = 2,23 = —1,20 = 1,27 = 0. Observa que para resolver facilmente un SEL

basta llegar a una matriz escalonada equivalente por filsnairiz ampliada y no es preciso llegar a
la forma de Hermite.

1 3 4 x
Ejercicio4.SeanA=| -4 2 —6 |yX=| y |.Indicar condiciones que debe cumplir el
-3 -2 -7 z
a
vectorY = | b | paraque el sistemAX =Y sea compatible.

c
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Solucion.Para que un SEL sea compatible debe cumplirse que el rangowtgiiz de los coeficientes
sea igual al rango de la matriz ampliada. Como

1 3 4 L 3
-4 2 —6|=-144+54+324+24—-12—-84=0 =2+4+12=14#0
-3 -2 -7 -4 2

deducimos que la matriA tiene rango dos. Debera cumplirse por tanto que el sigugaterminante
sea nulo

1 3 a
—4 2 b |=2c+8a—9+6a+2b+12c=14a+14c—Tb=0
-3 -2 ¢

La condicién que deben cumplirb, c es quea + 2¢ — b = 0.

Ejercicio 5. Para hacer un plaguicida se necesitan 6 litros del compéesiditros del compuesto

B y 10 litros del compuesto C. El producto comercial X corgidn2 y 2 partes, respectivamente, de
estos compuestos. El producto comercial Y contiene 1,1 yt2ga/ el producto comercial Z contiene
dichos compuestos en partes iguales. ¢ Qué cantidad demada producto comercial se necesita para
obtener la mezcla deseada?

Solucién.Seanz, ¥, z los litros que usaremos de X, Y y Z respectivamente. Debe Gisague:

1 1 1
gx—i-zy—l-gz: 6
2 1 1
3x+1y+§z: 7
2

FREIRE T
—x — —z =
57 T3V T3

Este es un sistema de tres ecuaciones lineales con tresitascuya solucion Gnica es= 5,y = 12,
z = 6.
Ejercicio 6. Calcula una parabola cuya grafica pasa por los pugta@s, (3,0) y (—1, 12).

Solucién.La ecuacion de una parabola es del tipe az? + bz + c. Hay que imponer que la gréfica
de dicha parébola pase por los punt®9), (3,0) y (—1, 12), lo que da lugar a un SEL:

4a+2b+c¢c= 0
9a+3b+c= 0
a—0b+c=12

cuya solucién Unicaes= 1,b = —5,¢ = 6.

Ejercicio 7. Calculaa, b, c y d de forma que para todee R, x # 1, se verifique la igualdad

x3—7x2—|—9:c—1_ a n b +c:c+d
(z—1)2@2+1) (z—-1)2 z-1 22+1

Solucién.Se multiplica la igualdad patz — 1)?(22 + 1) y obtenemos
2T 49 —1=a(@*+1)+bz—1)(2* + 1)+ (cx +d)(z — 1)* =
=az® +a+bx® +bx — ba® — b+ ca® — 2ca® + cx + da? — 2dx +d =
=+ +(a—b—2c+d)2*+(b+c—2d)xr+a—-b+d

Esa igualdad debe ser una identidad entre los polinomi@ed@aual deben tener iguales los coeficien-
tes de las mismas potenciasiees decir

b+ ¢ =1
a—b—2c+ d =-7
b+ c—-2d= 9

a—>b +d=-1
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Sistema que se resuelve facilmente sin méas que sustituie= 1 en la tercera ecuaciory-b+d = —1
en la segunda ecuacion. La solucidrues 1,b = —2,¢ = 3,d = —4.

Ejercicio 8. Las tres cifras de un nimero suman 21. Si a ese niumero sedelgsite resulta de invertir
el orden de sus cifras se obtiene 198. Ademas, la cifra deelzends es igual a la media aritmética de
las otras dos. Calcula dicho nimero.

Solucién.Si el nimero egbc = 100a + 100 + ¢, la informacién que dan conduce a las igualdades

a+b+c=21
100a + 10b + ¢ — 100¢c — 10b — a = 198
b:a—i—c
2
Es decir
a +b+ ¢ = 21
99a —99¢ =198
b — atc
2

Se trata del nUmero 876.

Ejercicio 9. Discutir y resolver, cuando sea posible, los siguientdsrsias, segun los valores de los
parametros, b.

2r +ay—2=0 —r4ay— z = 2 ar+ by + z =1
r —ay =3 r +y —az=3a+1 xr +aby+ z =0
2+ y —z=1 ar —y — z = 2 x + by +az=1

Solucion. El determinante de la matriz de los coeficientes del prinstesia es-1 + 3a — 2a2. Por
tanto, si—1 + 3a — 2a® # 0, el sistema es compatible determinado y sus soluciones|cgara
facilmente por la regla de Cramer.Si + 3a — 2a? = 0, es decirg = 1 0a = 1/2, entonces la matriz
ampliada tiene rango 3 y el sistema es incompatible.

El determinante de la matriz de los coeficientes del seguistinsa e + 3a — 3. Por tanto, si
2+ 3a — a® # 0, el sistema es compatible determinado y sus solucionedadarafaciimente por la
regla de Cramer. 9 + 3a — a3 = 0, entoncess = —1 0 a = 2. Paraa = —1 el sistema se reduce a
una sola ecuacién+ y + z = —2 y es un sistema compatible indeterminado con dos variables},

z, que pueden tomar cualquier valor, cuya soluciom es—2 — y — z. Paraa = 2 la matriz ampliada
tiene rango 3 y el sistema es incompatible.

El determinante de la matriz de los coeficientes del terségrsia e$(a® — 3a + 2). Por tanto, si
b(a® — 3a + 2) # 0, el sistema es compatible determinado y sus solucionesadarafacilmente por
la regla de Cramer. $i= 0y a # 1 el rango de la matriz ampliada es 3 y el sistema es incompatibl
Sib = 0ya = 1 el sistema se reduce a dos ecuacianesz = 1y x + z = 0, por lo que es
claramente incompatible (el rango de la matriz de los casafies es 1 y el de la matriz ampliada es 2).
Las soluciones de®* — 3a +2 =0sona =1y a = —2.Sib # 0y a = 1 el rango de la matriz de los
coeficientes es 1, y, 6i# 1, el rango de la matriz ampliada es 2, luego el sistema es ipatiphe. Si
a =1yb=1elsistema se reduce a una ecuaciéhy + z = 1. Cuandd # 0y a = —2, el rango de
la matriz ampliada es 3 8i# —2 y el sistema es incompatible;isi= —2 el rango de la matriz de los
coeficientes y de la matriz ampliada es 2 y el sistema es cdnatdeterminado, cuyas soluciones
vienen dadas en funcion de la variable libre

Ejercicio 10. Calcula los coeficientes de las siguientes reacciones gasnmara que el nimero de
atomos de cada elemento antes y después de la reaccion semel m

a) x1FeSs + x2S9 — x3Fes03 + x4S0s.
b) x;NaHCO3 + xoH3CgH5O7 — x3NagCgH5O07 + x4H20 + x5COs.
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Solucion.Planteamos la primera reaccion, las otras son parecidasat&ee encontrar nUmeros enteros
positivosx, y, z, u, v tales que escribiendo

x NaHCOj3 + y H3CgH507 — zNasCgHsO7 + uH0 + v CO»

los atomos de cada elemento antes y después de la reacaldloseaismos. Resulta asi, igualando
atomos de sodio, hidrégeno, carbono y oxigeno, en ese aetisiguiente SEL que, por comodidad,
represento en forma vectorial:

(x,x+ 8y,x+ 6y,3x+ Ty) = (32,52 + 2u,6z + v, 7z + u + 2v)

Dicho SEL puede resolverse por el método de Gauss-Jordam &stema de 4 ecuaciones con 5 in-
cognitas y la matriz de los coeficientes tiene rango 4 por éoumna variabley (la que no tiene pivote),
queda libre y las demas se expresan en funcion de ella. Leiéolesx = v,y = v/3,z2=v/3,u = v.
Como buscamos soluciones enteras positivas, lo naturah@&s = 3 con lo cualx =3,y =1,
z=1lu=3,v=3.

Ejercicio 11. Calcula una matrizA € Ms3y3 sabiendo que su producto por los vectores colum-
na(1,2,-2), (2,1,-2)%, (=1,0,1)" es respectivamente igual a los vectores colurfha, —3)°,
(47 _17 _1)t’ (_27 17 O)t

Solucion.Los datos que nos dan pueden escribirse matricialmentefermia AB = C donde
1 2 -1 3 4 =2
B = 2 1 0 , C= 1 -1 1
-2 -2 1 -3 -1 0

Como la matrizB tiene determinante distinto de cero, es inversible. Basianees calcular la matriz
inversaB~! para obtened = CB~ 1.

Ejercicio 12. 200

Analiza el flujo de la red de calles que se muestra
en la figura (las tasas de flujo se dan en automdviles
por minuto). ¢Qué valor minimo tieng cuando 4,
T4 = 0?

100

Solucion.Observa que el flujo que entra en la red es igual al que saleni@ncuatro ecuaciones, una
por cada nodol, B, C, D. lgualamos en cada caso el flujo entrante al flujo saliente:

(21,200, 29 + 23,24 + 5) = (23 + x4 + 40, 21 + 22, 25 + 100, 60)
La matriz de los coeficientes del sistema es (indico las fidda thatriz):
((1,0,-1,-1,0),(-1,-1,0,0,0),(0,1,1,0,—1),(0,0,0,1,1))
Cuya forma de Hermite es
((1,0,-1,0,1),(0,1,1,0,-1),(0,0,0,1,1),(0,0,0,0,0))

Es, por tanto, una matriz de rango 3 y las variabhlesy/ =5 no tienen pivote. Se trata, por tanto,
de un sistema compatible indeterminado cuyas soluciomeeridadas en funcion dg y x5 como
sigue:x; = 100 + 3 — x5, 22 = 100 — 23 + x5,24 = 60 — z5. Sizy = 0, entonceses = 60y

21 = 40+x3, 22 = 160 —2x3. Como todas las soluciones deben ser mayores o iguales deéu®imos
quel < z3 < 160y 40 < 27 < 200.

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Ejercicios de Analisis Matematico 6

Ejercicio 14. SeaA una matriz cuadrada de ordertal que la suma de los elementos de cada fila es
cero. Prueba quA no es inversible.

Solucion. Lo que nos dicen implica que la suma de todas las columnas ds el vector cero. Por
tanto, las columnas dA son linealmente dependientes y, por las propiedades destesnuinantes,
concluimos que el determinante dees cero.

También podemos razonar como sigue. Consideremos el SEbd@mao com ecuaciones y.
incégnitasA X = 0. Dicho SEL admite, como todo SEL homogéneo, la solucidrairdX = 0. El
enunciado del ejercicio nos dice que también admite la 8oiud, 1,...,1)!. Luego dicho SEL es
compatible indeterminado y, por tanto, el determinanté des cero.
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